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ALGUNAS CONTRIBUCIONES 
A LA 
Comunicación presentada por los ingenieros Aeronáuticos, 
Gregorio Millán Barhany e Ignacio Da Riva, en el II 
Congreso Internacional del ICAS celebrado en Zurtch, 
Suiza, del 12 al 16 de septiembre. 
1. Introducción. 
E L problema fundamental de la teoría de llamas • laminares consiste en determinar la estructura 
y propiedades, en especial la velocidad de propaga-
ción, de una onda de combustión que avanza a tra-
vés de una mezcla combustible homogénea en repo-
so, de composición y estado conocidos. 
En los últimos anos se han realizado importan-
tes avances en el estudio de esta cuestión, tanto por 
lo que se refiere a su formulación y métodos de cálcu-
lo, como en cuanto a su aplicación a casos específi-
cos y al desarrollo de las técnicas experimentales. 
Aun cuando también se ha trabajado en el es-
tudio de otros problemas de la teoría, tales como 
los de estrangulamíento, estabilidad interna, encen-
dido y límites de inflamabilidad, sin embargo, el 
avance realizado en ellos ha sido, en general, consi-
derablemente menor. 
En particular, por lo que respecta a la existen-
cia de límites de inflamabilidad, cuya causa se des-
conoce todavía, en 1957 D. B. SPALDING [ I ] pro-
puso como* explicación de los mismos la pérdida de 
calor que se produce en la llama, bien sea por la ac-
ción de la convección o de la radiación. El resultado 
más importante de su trabajo consistió en poner de 
manifiesto que dicha pérdida de calor puede dar lu-
gar a la existencia de dos velocidades distintas de 
propagación de la llama, las cuales se aproximan al 
crecer dicha pérdida de calor y coinciden para un 
valor límite de la misma, por encima del cual no se 
propaga la combustión a través de la mezcla. Según 
SPALDING, la menor de ambas velocidades no pue-
de observarse habitualmente porque es inestable y 
el punto de coincidencia de ambas marcaría la velo-
cidad correspondiente al límite de inflamabilidad de 
la mezcla. Resultados similares han sído obtenidos 
por VON KÁRMÁN y PENNER [2J, para un modelo 
simplificado en el que se prescinde de la difusión y 
la velocidad de reacción química es constante, míen-
tras que ZELDOVICH y BARENBLATT [3] , partien-
do de un régimen no estacionario y por integración 
numérica de las ecuaciones de la llama, han obteni-
do también una velocidad límite determinada pol-
la pérdida de calor, aun cuando en sus soluciones 
no aparece la doble velocidad de SPALDING. Final-
mente, HlRSCHFELDER [4] ha mostrado última-
mente que cuando las pérdidas de calor se localizan 
en un estabilizador poroso situado en el límite frío 
de la llama, también se obtienen dos velocidades de 
propagación para cada valor del calor transmitido 
al estabilizador y ha tratado de relacionar este re-
sultado con el de SPALDING., quien, por su parte, 
ha obtenido resultados experimentales [5] que pa-




N O T A C I Ó N 
Cp — calor específico a presión constante. 
D = coeficiente de difusión. 
E = energía de activación de la reacción química. 
fí = coeficiente de pérdida de calor. 
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T = temperatura. 
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El presente trabajo constituye un análisis teórico 
del problema, con objeto de esclarecer, mediante la 
formulación y discusión sistemática del mismo, has-
ta qué p u n t o la existencia de ambas velocidades de-
pende de la elección de las condiciones de contorno 
o de la utilización de los parámetros de representa-
ción adecuados. 
El estudio se efectúa sobre un modelo simplifi-
cado de llama, fácilmente integrable, con dos úni -
cas especies químicas, reactantes y productos, y en 
él se toman en cuenta los efectos de ia difusión y 
la influencia de la concentración en la velocidad de 
reacción, pero no, al menos en forma sistemática, 
la de la energía de activación. Sin embargo, se de-
ducen consecuencias cualitativas en cuanto a la in-
fluencia de ía mísma, sobre la base de que su pre-
sencia no altera el carácter o la multiplicidad de las 
soluciones. 
Los casos considerados y los resultados obteni-
dos, son los siguientes: 
i.° L lama con pérdida de calor localizada en el 
estabilizador. Se demuestra que la doble solución de 
HlRSCHFELDER se reduce a una sola, medíante la 
adecuada elección del parámetro de referencia, seña-
lándose la aparente contradicción entre los resulta-
dos experimentales de SPALDING y las conclusiones 
teóricas. 
2.0 L lama con pérdida de calor distribuida. Se 
demuestra que las dos velocidades de SPALDING se 
reducen a una sola sin más que variar ligeramente 
las condiciones de contorno en el límite caliente, 
t an to cuando en el límite frío se postula una tem-
peratura de encendido como cuando> se utiliza un 
estabilizador de HlRSCHFELDER- El resultado es 
particularmente significativo cuando la energía de 
activación es diferente de cero, porque entonces di-
cha modificación se hace imperceptible y la menor 
de ambas velocidades es m u y pequeña. 
Finalmente, como una nueva causa de perturba-
ción, se estudia, para el mismo modelo de llama, el 
efecto* de una dilución de la mezcla producida por 
la difusión lateral de las especies activas, l legando 
a la conclusión de que tal dilución disminuye la 
velocidad de la llama, llegando a anularla para un 
valor límite del coeficiente de difusión lateral. 
2. Llama ad iabá t ica . 
C o n la notación convencional que se específica 
en el Anexo y suponiendo una velocidad de reac-
ción química w de primer orden, del t ipo de ARRHE-
NIUS: 
w = We o (1 - Y); 
el sistema de ecuaciones diferencíales de ía llama, 
referido a un sistema coordenado £ que se propaga 
con ella, es el siguiente: 
a) Ecuación de ía energía: 
- ^ = B - 1 + (1 - D o ) 0 - e ) .
 [ 2 ] 
b) Ecuación de difusión: 
^ T = L Í Y - £ ) . í 3 ] 
c) Ecuación de reacción: 
E n esta úl t ima ecuación: 
(/ x W e " °« 
es un parámetro indeterminado que mide la veloci-
dad de propagación de la llama en forma adimen-
sional. 
El problema consiste en determinar el valor 
de f que permita satisfacer todas las condiciones de 
contorno que debe cumplir el sistema de ecuaciones 
de la llama, tan to en su extremo frío, como en el 
caliente, así como la solución del mismo correspon-
diente a dicho valor propio. 
C o m o es sabido [ 6 ] , para que el problema así 
planteado tenga solución, se hace necesario postular 
la existencia de una temperatura de ignición 91, 
mayor que la de los gases frescos 0„, de tal m o d o 
que la velocidad de reacción química sea nula para 
valores de 9 inferiores a 6,, Sí se elige el origen de 
distancias £ coincidiendo con dícho p u n t o y la onda 
se propaga en sentido negativo, resulta entonces que 
el sistema de ecuaciones anterior es solamente válido 
para | ^ 0, mientras que para ¿ <C 0 la ecuación [4] 
debe reemplazarse por la siguiente: 
con lo que desaparece la variable t y las únicas in-
cógnitas son 9 e Y . 
Además, las soluciones correspondientes a am-
bas regiones deben empalmarse sin discontinuidad 
en el p u n t o £ = 0 en que da comienzo la reacción 
química. 
Con estas hipótesis, las condiciones de contorno 
del sistema de ecuaciones de la llama son las si-
guientes: 
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Fig. 1. — Llama adiabática. Variación de la velocidad 
de propagación con 0f para üa = 0 y 0fl = 8. 
En la zona de reacción $ ^ 0: 
ü = 0 ; 0 = 0*; * = 0 ; j
 m 
, 5 = oo ; 8 = I ¡ e = Y = 1 . j 
Análogamente, en la zona de calentamiento 
| < 0, las condiciones de contorno son: 
S = 0 ; . = . ,; j
 [g ] 
más ¡a condición de continuidad de Y en el origen: 
5 = 0; Y 7 - Y + . [9] 
Fig. 2. — Llama adiabática. Variación de Y y 6 con ^ 
para 0 ^ - 0 y K = 8. 
La continuidad de 0 y e se satisface automáticamen-
te, en virtud de las condiciones anteriores. 
La resolución del sistema anterior determina un 
único valor propio de f pata cada valor de fl¡. 
En particular, la figura i muestra, en la curva 
de trazo continuo, la variación de f con 0t para una 
reacción con energía de activación nula 6U ~ 0, en 
cuyo caso puede obtenerse la solución completa del 
sistema en forma explícita, y en la línea de trazo 
la correspondiente a un valor típico de la misma, 
0a = 8, obtenida por un método semíanalítko 
aproximado. En ella puede verse cómo la energía 
de activación no altera el número ni el carácter de 
las soluciones, y lo único que hace es determinar, 
entre los infinitos valores de ip que corresponden a 
los diversos valores de 9t cuál es el adecuado, el cual 
resulta ser Independiente del valor desconocido de 
8,. Análogamente, la figura 2 muestra las curvas 
de variación de Y y & en func-ión de E, correspon-
dientes a las soluciones anteriores. 
La existencia de una temperatura de encendido 
puede sustituirse, como ha hecho HlRSCHFELDER 
[4], por la de un estabilizador poroso situado en 
el límite frío de la llama $ = 0, a la temperatura 6fí 
de los gases frescos y que absorbe una cantidad in-
determinada de calor q, la cual sustituye en su mo-
delo a la temperatura desconocida de encendido. 
Las conclusiones que se obtienen entonces son aná-
logas a las anteriores, de tal modo que, cuando el 
calor cedido al estabilizador es muy pequeño con 
respecto al calor liberado por la llama y la energía 
de activación de la reacción tíene un valor aprecia-
ble, la velocidad de la llama toma un valor deter-
minado, que coincide con el obtenido en el modelo 
de la temperatura de encendido y que, como en éste, 
resulta independíente del calor que se cede al estabi-
lizador. 
Por el contrarío, cuando el calor cedido al esta-
bilizador es aprecíable, la velocidad de propagación 
de la llama depende, naturalmente, de él. En este 
caso, HlRSCHFELDER [4] ha mostrado, reciente-
mente, que, además, existen dos velocidades de pro-
pagación de la llama distintas para cada valor de q, 
y ha tratado de relacionar este fenómeno con la du-
plicidad de velocidades obtenida por SPALDING [ i ] 
y por VON KÁRMÁN y PENNER [2I en el caso de 
una pérdida de calor distribuida a 3o largo de la 
llama. En el párrafo siguiente se estudia este caso y 
se pone de manifiesto que la duplicidad de solucio-
nes se debe a una inadecuada elección del parámetro 
de referencia. En los párrafos siguientes se muestra, 
además, que los casos de pérdida localizada y dis-
tribuida son esencialmente distintos, por lo que no 
puede justificarse uno de ellos mediante el otro. 
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3. L lama con pé rd ida de calor locali 
en el l ím i t e fr ío . 
E n este caso, la ecuación [2 ] del sistema de la 
llama debe reemplazarse por la siguiente: 
dO 
- l + ( l - 0 „ ) ( l - £ ) + S, LIO] 
subsistiendo invariables las ecuaciones (3) y ( 4 ) . 
E n ( 1 0 ) , el parámetro 8 es una medida adi-
mensíonal del calor cedido al estabilizador por uni-
dad de superficie y por unidad de t iempo, definida 
por la siguiente expresión: 
*s|-íLfl 
tfÉ/e = o mCpTfa LtlJ 
es decír, el calor q referido a la entalpia térmica 
t ransportada por los gases quemados de la llama 
adiabática, por unidad de superficie y por unidad 
de t iempo. Es evidente que S resulta ser el paráme-
tro significativo para el proceso, puesto que mide 
la fracción que se cede al estabilizador del calor li-
berado en la combustión, fracción que es lo que 
importa . Este parámetro 8 juega aquí el mismo pa-
pel que el Bl del modelo anterior. 
Las condiciones de contorno correspondientes al 
modelo de HlRSCHFELDER son las siguientes: 
£ = o ; 0 = «o; 
£ = «.; 9 = 1 -
e = 0; 
£ ^ Y = 1 . 
[12] 
La resolución del sistema anterior determina 
aquí también, como en el caso de 9lt un único va-
lor de <p para cada valor de 8. E n particular, para 
una energía de activación nula, en cuyo caso se pue-
de obtener también la solución exacta del sistema 
de la llama en forma explícita, el valor de f corres-
pondiente a cada valor de 8 está dado por la expre-
sión siguiente: 




Análogamente a lo que se hizo en el caso de la 
llama adiabática, en las figuras 3 y 4 se han re-
presentado los valores de <p en función de S y los 
de 9 e Y en función de E, respectivamente. T a m b i é n 
aquí se ve cómo la presencia de una energía de ac-
tivación distinta de cero no altera ni el carácter ni 
el número de las soluciones y lo único que hace, 
como ya se ha dicho, es determinar el valor de y 
correspondiente al modelo adiabático 8 < < 1. 
Así, pues, aparece clara la existencia de una úni -
ca velocidad de propagación de la llama para cada 
Fig. 3. — Llamas con pérdidas de calor localizadas 
Variación de la velocidad de propagación con h para 
0 a = O y 0a = 8. 
fracción del calor liberado por la misma que se cede 
al estabilizador. 
Sí a part ir de los resultados anteriores se quie-
ren obtener las dos velocidades de HlRSCHFELDER, 
bastará con representarlos no en función de 8, síno 
del calor q cedido al estabilizador, o bíen en fun-
ción de una medida adímensíonal del mismo que no 
Fig. 4. — Llama con pérdidas de calor localizadas. 
Variación de Y Y 6 c o n s P a r a ^ a = ° Y "a = 8-
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Fig. 5 . - Llama con pérdidas de calor localizadas. Explicación de la exisíencia de dos velocidades de propagación 
haga intervenir la entalpia transportada por la 
llama, sino solamente magnitudes que sean indepen-
dientes de su velocidad de propagación. Dicha me-
dida adimensional independiente de f es el paráme-
tro y definido por la expresión: 
Fácilmente se comprueba que entre y, 8 y ¡p exis-
te la siguiente relación: 
1 = 1?, [151 
que permite expresar los resultados en función de y 
a partir de las soluciones anteriores. Tales resulta-
dos, para 8a = 0, se dan en la figura 5, donde pue-
de verse que los dos valores de la velocidad de la 
llama correspondientes a cada valor del calor y ce-
dido al estabilizador son consecuencia de los dos va-
lores de' éste correspondientes a cada valor de 3. 
Últimamente SPALDING [6] ha dado a conocer 
los resultados experimentales de las mediciones efec-
tuadas con un estabilizador poroso que trata de rea-
lizar físicamente el modelo de HlRSCHFELDER, ob-
teniendo, al parecer, dos velocidades de propagación 
de la llama distintas para cada valor de la fracción 
de calor cedida al estabilizador. En esencia, sus grá-
ficos, contrariamente a los de HlRSCHFELDER, equi-
valen a una representación de f en función de 8, pol-
lo que la duplicidad de soluciones que muestran, 
caso de existir realmente, no puede atribuirse, como 
pretende SPALDING, a la acción del calor cedido al 
estabilizador, ya que, en tal caso, la solución debie-
ra ser única, según se ha visto. 
Por otra parte, la incuestionable duplicidad de 
soluciones que obtiene HlRSCHFELDER cuando la 
velocidad de la llama se representa en función de y, 
en la que nada hay sorprendente, como se ha visto, 
tiene muy poco de común con la duplicidad que 
también resulta en el caso de pérdida de calor dis-
tribuida a lo largo de la llama, por lo que la verifi-
cación experimental de aquélla no sirve para justifi-
car la existencia de dos velocidades en este último 
caso, la cual, como se muestra en el número siguien-
te, es realmente muy dudosa, pues basta una ligera 
modificación de las condiciones en el límite caliente, 
imperceptible en las llamas con energía de activa-
ción apreciable, para que las dos soluciones se reduz-
can a una sola. 
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4 P e r d i d a s tic calor d\i>lvtbuídni> a lo largo 
de la Üama, 
Sea Tf la temperatura final de la llama y su-
pongamos que la pérdida local q, por unidad de 
longitud y por unidad de tiempo, debida, por ejem-
plo, al transporte lateral de calor o a la radiación, 
sea de la forma: 
q = k(T-Tf), [16] 
en donde k es un coeficiente constante. 
En este caso la ecuación [ i ] del sistema de la 





a _ i + ( i_o 0 ) ( i_ e )4- . 
r J £« 
[17] 
mientras que las ecuaciones [2] y [3] subsisten in-
variables. 
En la ecuación j 17], K es un coeficiente adí-
mensional de pérdida de calor, que está dado por la 
expresión: 
¥7^7' [,8] K = 
y lo es el punto en que se inicia la pérdida. Por 
ejemplo, sí la temperatura final coincide con la de 
los gases frescos y la pérdida tiene lugar en toda la 
llama, único caso considerado por SPALDÍNG, en-
tonces es: 
V = 0, Éo = 
En cuanto a las condiciones de contorno, las co-
rrespondientes al límite frío son las mismas del caso 
adiabático, mientras que las del límite caliente han 
de sustituirse por las siguientes: 
0 = 
' / : Y = s = 1 [19] 
Como resulta fácilmente de [17], entre 9¡ y 
el calor total perdido por la llama existe la siguiente 
relación: 
K L(0 9f)dZ. [20] 
tienen tales soluciones para los dos casos de mayor 
interés en que la temperatura final coincide, respec-
tivamente, con la de los gases frescos 9(l, caso de 
SPALDÍNG y von KÁRMÁN, y con la temperatura 
de ignición 9L. 
a) 9f — 90.—• En este caso la resolución del 
sistema de ecuaciones de la llama muestra que para 
cada valor del coeficiente de pérdida de calor K exis-
ten dos valores distintos de la velocidad f, los cua-
les están dados por la ecuación: 
1 + 4K 
+ {L- 1)« — L 
[K + ( L - 1 ) B - L ] / l 4- 4K 
»/ ~ % 
1 - On 
[21] 
Fig. 6. — Llama con pérdidas de calor dislribuídas. 
Variación de la doble velocidad de propagación con 
K, para una temperatura final igual a 0O 
Análogamente a lo que ocurre en los casos an-
teriores, también en éste, cuando la energía de acti-
vación es nula, pueden obtenerse soluciones exactas 
en forma explícita, las cuales permiten discutir fá-
cilmente los resultados y extender las conclusiones 
al caso en que aquélla sea distinta de cero, pues el 
valor de la energía de activación no altera, como se 
ha visto, ni el número ní el carácter de las solucio-
nes que resultan para 8a — 0. A continuación se ob-
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de trazos, para comparación, las dos soluciones co-
rrespondientes al caso 6 f = 8Ü. 
Las conclusiones precedentes subsisten íntegra-
mente, como puede comprobarse fácilmente, cuan-
do se prescinde de los efectos de la difusión y de la 
influencia de la concentración en la velocidad de reac-
ción, suponiéndola constante, como se ha hecho en 
trabajos anteriores ya mencionados. Asimismo se 
comprueba que cuando es 6f 0¡, existen dos velo-
cidades de la llama, reduciéndose a una sola para 
Fig. 7. — Llama con pérdidas de calor dislribuídas. 
Variación de 0 con s para una temperatura final igual 
a 8„. 
siendo: 
u = f 3 L 
1 + < p S L |22] 
Contrar iamente a lo que ocurría en el caso de 
la pérdida de calor localizada en el estabilizador, las 
dos velocidades correspondientes a cada valor del 
coeficiente de enfriamiento no puedan producirse a 
una sola mediante una adecuada definición de éste. 
Para lograrlo es necesario suponer que la pérdida se 
produce según un mecanismo distinto que haga de-
pender el valor de k del de m, es decir, de la veloci-
dad de la llama. 
Las figuras 6 y 7 muestran los resultados co-
rrespondientes a un caso típico. 
Las conclusiones anteriores subsisten, t an to si 
se supone que la pérdida de calor se produce sola-
mente en la zona de reacción 1 ^ - 0 como si tiene 
lugar a lo largo de toda la llama. 
b) 8f = 9,.— Cuando la temperatura de los 
gases quemados coincide con la ignición, se com-
prueba que, contrariamente a lo que ocurre en el 
caso anterior, a cada valor del coeficiente de pérdida 
de calor corresponde una úníca velocidad de propa-














l - 9 „ 
5*L 
— 1 ] • 
T231 
[24] 
Las figuras 8 y 9 muestran los resultados co-
rrespondientes a este caso. E n ellas se han incluido 
El interés de estas conclusiones radica en el he-
cho de que una ligera modificación en las condicio-
nes de contorno en el límite caliente, puesto que 8l 
se puede elegir arbitrariamente p róx imo a #0> reduce 
a una sola las dos velocidades de propagación, lo 
cual invalida considerablemente el interés práctico 
de la doble solución, especialmente cuando se toma 
en cuenta la influencia de la energía de activación, 
pues en tal caso, sí bien la velocidad mayor de las 
dos correspondientes a cada valor de fC para 8
 f— 9{h 
úníca observada experimentalmente con plena segu-
ridad, resulta independiente de 9,, como en el caso 
adiabático, no sucede así con la menor, que habrá 
de ser del orden de magni tud de: 
1 - 0 , 
Fig. 8. — Llama con pérdidas de calor distribuidas. 
Variación de la única velocidad de propagación con 
K, para una temperatura final igual a 6(- . 
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Fig. 9. — Llama con pérdidas de 
calor distribuidas. V a r i a c i ó n 
de 9 con e para una temperatu-
ra final igual a Q¡ , 
A la vista de tales conclusiones parece necesario 
descartar la pérdida distribuida de calor como causa 
de la existencia de límites de inflamabilidad, bus-
cando otra explicación para los mismos. 
5. L lama cotí difusión la te ra l . 
U n a posible causa de perturbación en el com-
por tamiento de las llamas con respecto a la solución 
adiabática ideal considerada en el párrafo 2, que, al 
parecer, no ha sído analizada todavía, radica en la 
difusión lateral de especies químicas activas, las cua-
les se susti tuyen por los gases inertes que rodean a 
la llama, dando lugar a una dilución de la mezcla. 
Este problema puede estudiarse en forma aná-
loga al caso anterior de pérdida de calor, sin más 
que sustituir el término de enfriamiento k {8 — 6f) 
por un término de difusión lateral, cuya acción de-
berá incluirse, además, en la ecuación de reacción. 
Sí se supone, como en el caso de pérdida de calor 
distribuida, que la pérdida local de reactantes por 
efecto de la difusión lateral, por unidad de longi-
tud y unidad de t iempo es proporcional a su con-
centración r ( i — y ) , siendo r un coeficiente cons-
tante, y sí además se supone que la energía de acti-
vación es nula, en cuyo caso puede obtenerse tam-
bién la solución exacta del problema, las ecuaciones 
de la llama que se obtienen son las siguientes: 
a) Ecuación de la energía; 
d*8 db 
d ? d^ 
, l - 0 o 1 
0 - 6o) da d^ 
[25] 
r 
( 1 - Y ) . 
b) Ecuación de difusión: 
dY 
dí M Y - 0 . [26] 
c) Ecuación de reacción: 
de 1 
di V-f 
( i - Y ) . [27] 
E n las ecuaciones [23] y [ 2 5 ] , ¡J, es una me-
dida adimensional del coeficiente de difusión late-
ral, definida por la expresión; 
W 
W + r [28] 
La eliminación de ( 1 — Y ) entre [23 ] y [ 2 5 ] , 
seguida de una primera integración del resultado, 
permite sustituir la ecuación de la energía por la sí-
guíente: 
dfí 
= fl-flo-(l-0o),ie. [29] 
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E n la figura i o se ha representado la variación 
de <p en función de ¡± para un caso típico. 
Por consiguiente, resulta que la difusión late-
ral no altera la unicidad de la solución correspon-
diente al caso adiabático, pero reduce la velocidad 
de la llama al aumentar aquélla, llegando a anu-
larla para un valor del coeficiente de difusión late-




La figura 10 muestra la variación de f con ¡x en 
un caso típico. 
Fig. 10. — Llama con difusión lateral. Variación de la 
velocidad de propagación con y- para tia = 0. 
La condiciones de contorno que debe satisfacer 
el sistema anterior son las mismas que en el caso 
adiabático, excepto por lo que se refiere a la tempe-
ratura de los gases quemados, la cual, naturalmen-
te, tiene que ser inferior a la adiabática, puesto que 
se pierde por difusión lateral una parte del reac-
tante sín llegar a quemarse. Dicha temperatura, 6 ¡, 
está relacionada con ¡x por la expresión: 
0 / = l _ ( l _ O c ) ( l _ l L ) . [30J 
La resolución del sistema anterior conduce a la 
siguiente expresión para la velocidad de la l lama: 
2 
9 = —= 1 - [3IJ 
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